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[) Présentation des modéles

Les modeles de trafic routier sont fortement inspirés des modeles de mécanique des fluides et peuvent
étre principalement regroupés en trois catégories, qui sont les suivantes : les modeles cinétiques, les modeles
de type particules (par exemple : le modele Follow-the-Leader) et les modeéles de type dynamique des
fluides. Bien évidemment, ces différents modeles sont liés et on notera, entre autres, que les modeles de
type fluide sont issus des modeles de type particules. Les modeles de type mécanique des fluides décrivent
I’évolution dans le temps et ’espace de variables macroscopiques, telles que la vitesse ou la densité. Lorsque
ces quantités sont reliées par une équation de conservation telle que :

hp+ 0. (p) = 0 (L1)

ou p(t, z) représente la densité de véhicules et f(p) le flux associé, on obtient un modeéle du premier ordre.
Ceux-ci sont notamment dus & Lighthill-Whitham [9] et Richards [10].

En prenant f(p) = pu ol u(t, ) représente la vitesse des voitures et en ajoutant une seconde équation
de conservation du moment, on obtient le modele de Aw-Rascle [1] donné par :

Orp + Oz (pu) =0
. p(p) = p". (L2)
(0r + udy) (u+p(p)) =0
Ici p est la réserve de vitesse, par analogie avec la pression en mécanique des fluides. Ce modele peut étre
réécrit sous la forme conservative suivante :
Op + Oz (pu) =0
’ p(p) =" (L.3)
9 (p(u+p(p))) + Oz (pu(u+ p(p))) =0
Toutefois, ce modele admet des limites; par exemple, la condition p < p*, ou p* représente la densité
maximale de voitures (situation ol les voitures sont pare-chocs contre pare-chocs) n’est pas nécessairement
préservée.

*

Nous étudierons, dans un premier temps, les améliorations apportées par [4] qui consistent & redéfinir
la réserve de vitesse par

o= (3-3) (>0) (1.4)
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Ainsi, p ~ p7 ce qui lui confére le méme comportement que pour le modele de Aw — Rascle (1.3) dans
p—
les zones de faible densité. Par contre, étant donné que lim p(p) = 00, la densité maximale devient une
p—rp

p<p”
limite qui ne sera jamais atteinte. Finalement, on construit le modele RMAR (Rescale Modified Aw-Rascle)
en changeant p en ep(p.) et en prenant la limite formelle lorsque € — 07 ; cette limite est notée p. On
obtient alors le systéme avec contraintes :

Owp + 0z (pu) =0 (I.5a)
A(p(u+p)) + Ou(pu(u+p)) =0 (1.5b)
0<p<p, p=0, (p"—pp=0. (I.5¢)
Toutefois, le nombre de voies sur une route peut évoluer ; aussi, [3] propose de prendre en compte ce

phénomene. Pour cela, on définit p* par :

M
P (@) = iy (@) (1.6)
=0

ol (rj)1gj<m est une suite croissante réelle et ro = —00, 73741 = +00. Ainsi, tout changement du nombre
de voies a lieu en un point 7;, j € [1, M]. Pour simplifier, on suppose que sur les sections a une voie la
densité maximale est de 1 et de 2 sur une section & deux voies. Le systéme (I.5) se note alors sous sa
forme conservative :

Owp + 0z(pu) =0 (I.7a)
Or(p(u+p)la) + Ox(pu(u+p)la) =0 (L.7b)
0<p<p’, p=20, (p*—pp=0 (L.7¢c)

ou la fonction I, est définie par :

(L8)

)1 sip*(z) =1
fa(@) = {1/a si p*(z) = 2.

Le parametre o représente le changement de vitesse lors de la modification du nombre de voies, ¢’est-a-dire
qu’une voiture seule sur une route passerait d’une vitesse u a une vitesse au en entrant dans une zone a
deux voies.

Enfin, 'un des objectifs de ce stage est de proposer un schéma numérique pour le systéme (1.5). Dans
ce but nous avons, entre autres étudié le schéma numérique proposé par [7] pour le systéme d’Euler avec
pression (I.4) qui est plus connu et relativement proche du systéme (1.5).

La structure du mémoire sera la suivante : dans un premier temps, nous montrerons 1’existence de
solution au probléme (I.5) puis nous généraliserons ce résultat au modele multi-voies donné par (I1.7). Pour
finir, nous étudierons le schéma numérique proposé dans [7] pour le systéme d’Euler avec pression (I.4),
ainsi que quelques unes de ses variantes.

II) Etude du modéle & une voie

La preuve de I'existence de solutions pour le modele a une voie se décompose en deux parties principales :
a) Existence de solutions pour des données initiales particuliéres.

b) Utilisation de lemmes de compacité pour prouver I'existence de solutions pour des données initiales
quelconques.

II.LA) Existence de solution de type bouchons collants

Dans cette partie, on considere p(t, z) et p(t, x)u(t, z) définis par :

N N
p(t,x) = Zp*ﬂai(t)<z<bi(t) p(t, z)ult,z) = Zp*ui(t)ﬂai(t)q@i(t)
=1 i=1

tels que aq(t) < bi(t) < az(t) < ba(t) < -+ < by(t). Le nombre de blocs est constant par morceaux et
dépend seulement de t. De plus, tant que deux blocs n’entrent pas en collision, ils se déplacent & une
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vitesse constante wu;(t). Localement, lorsque deux blocs entrent en collision au temps t* et au point z* la
densité est donnée par

plt,z) = pi]lal(t)<r<bl(t) + 0" L, (t)<a<b(t) S%a t< t: (IL1)
P Loy <a<ne) si, t >t
et le flux est donné par
Fug 1 2P Lo (D<a<h., i, £ < t*
pult,z) = P*Uz art)y<e<by(t) T Urp Lo, (t)<a<b,(t) b% < ) (IL.2)
P Uur Loy <acn(t) si, t > t*.
Nous avons également
ai(t) = a* +w(t —t*) bi(t) =" +w(t—1t%) (I1.3a)
ar(t) =" +u.(t —t*) br(t) = b* 4 u,(t — t¥) (I1.3b)
a(t) =a™ +u,(t —t%) b(t) = b" + u.(t —t%). (I1.3c)

Cette configuration est représentée sur la figure 1.

t
t

! Qu

Uy
t* a* — « a* " b* b+«
g
Uup Uy

to

FIGURE 1 — Schéma de la collision de deux blocs (Modele & une voie).

Théoréme : I1.1 Considérons la densité définie par (11.1), le flux défini par (I11.2) et les conditions
(I1.3).1 existe alors une fonction p(t,x) positive qui définit une solution de (L.5).

Preuve : Notons, pour commencer, que tant qu’il n’y a pas de collision, chaque bloc se déplace a une
vitesse constante u; et les quantités p et u sont alors solutions du systéme d’Euler sans pression . On
peut donc prendre p(t, z) = 0.

Détaillons ce qui se passe dans le cas ou deux blocs entrent en collision au temps t* et au point x*.
Notons, au passage, que le cas de plusieurs collisions simultanées peut étre traité de maniere analogue. Il
existe a > 0,tg et t1 tels que sur ’ensemble €, défini par

QO =t a) s to<t<t' et a*+wyt—t")—a<z<b +u(t—1t*) +a
R ou t"<t<ty et a*+uyt—t)—a<zr<dbtu(t—-t")+a

avec les notations précédentes, il y a une seule collision. On définit u(t, z) de sorte que pour tout x € R,

u = u;(t) sur chaque bloc ¢, on prolonge linéairement u entre deux blocs successifs et u est constante &

+o00. Ainsi, la fonction u est lipschitzienne, donc continue. Soit ¢ € D (€,), alors pour toute fonction

. {atp-l—@z(pu) =0 et p#0.

(O +udz) (w) =0

4 POLIZZI Bastien
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continue S et pour (.,.) le crochet de dualité pour les distributions, nous avons

(0¢ (pS(w)) + 0z (puS(u)) , )
= — (pS(u), drp) — (puS(u), D)

t* bz(t) br(¢) b(t)
—/ p*S (uy) 8t<pdx—|—/ p"S(u,)Oppdz | dt —/ / S(u,)Oppdxdt
to O ar(t) v Ja@)
i) b, (1) b(t)
—/ / P urS )@Eg@daﬁ—i—/ P upS(uy)Oppde dt—/ / P upS (uy ) Oppdadt
to ar(t) t* (t)
t bl(t) be(t)
- / / uy) (Opp + wOpp) dx + / p*S(u) (Opp + u0pp) da | dit
az(t) ar(t)
b(t)
- / / p*S(ur) (Opp + urOyp) dadt. (11.4)
e Ja(t)

Soit ¢ une primitive en = de (¢, x), alors

dt | oy dt
= (019) (£, bu(1)) + (1) D2 (t, bu(t)) = (9r9) (¢, au(t)) — @i (1) 0z (t, au (1))

b (t)

= / o Op(t, x)dx + bj(t)p(t, bi(t)) — aj(t)e(t, ar(t)).

bi(t)
d [ / w(t,mdx] = 9 (ot 1u(t) — Bt an(t))]

D’apres les conditions établies en (II.3a), nous avons a; = b} = u;, donc

bi(t) d bu(t)
7/ Opp(t,x)dr = —— / o(t, z)dx
ai(t) dt | Jay(t)
D’autre part, nous avons
o bi(t) bi(t)
/ — / o(t,x)dx| dt = / o(t, z)dx
to dt a(t) a(t) to
z* bi(to)
:/ ap(t*,x)dw—/ o(to, x)dx
a* a(to)

T
= / o(t*, x)dz.

Par intégration de (IL.5) entre ¢y et t*, nous obtenons :

by (t)
/ / S(up)Opp(t, x)dxdt
to a (t)

—— [ st o+ [ o smetena - [ 5 S a)

to to

—+ ulcp(t, b (t)) — ulcp(t, a (t)) (H5)

+*

Par ailleurs, pour un terme faisant apparaitre la quantité d,¢ nous avons directement

by (t) t* t*
/ / pruS(udpddt =~ [ puS(uet h®)it+ [ puSpta(®)

1(t) to to

Nous obtenons alors

by (t) z*
/ / ) Oup+ wdsp)do =~ [ g St )da, (IL6)

1(t) *
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De méme que pour (IL.5), nous avons les égalités suivantes :

by (t) d b (t)
—/ Op(t,x)de = —— / o(t, z)dx | + urp(t, be(t)) — urp(t, ar(t)) (I1.7a)
ar(t) dt | Ja,. ()
g [ oed) b*
/ — / o(t,x)dx| dt = / o(t*, z)dx (I1.7b)
to dt ar(t) z*
b(t) d b(t)
a(t) dt | Jaw
t1 d b(t) b*
/ — / (t,z)dx | dt = —/ o(t", x)dx (I1.7d)
- dt | o .

Par intégration de (I1.7a) entre ¢y et t* et de (I1.7¢) entre t* et ¢, nous obtenons

br(t)
/ / S(uy)Orp(t, x)dxdt
to av"(t)

:_/* p*S(ur)@(t*7x)d$+/ p*S(ur)urcp(tbr(t))dt—/ 0" S (up)urp(t, ap(t))dt  (I1.8a)

t() t()

b(t)
—/ / S(uy)Orp(t, x)dxdt
o

:/ p*S(ur ) (t*,x)dx+/ p*S(ur)urgo(Lb(t))dtf/ " S(ur)urp(t, a(t))dt. (I1.8b)

to to

Par ailleurs pour les termes faisant apparaitre la quantité 0,¢, nous avons directement

by (t) t* t*
/ /' p*ur S (ur) Oy pdadt = t/ ﬁwSWJﬂth@Wﬁ+/ prurS(u)o(t,ap(£))dt (IL9a)
ar(t) to to

b(t) t1 t*
—/!/ o urS(un)dupdzdt = = [ prur St bO)dt+ [ pu St alt)de.  (119b)
t* a t

() * to
Nous obtenons donc d’apres (I1.4), (I1.6), (I1.8) et, (IL.9) que

z* b* b*
@ (pS(u) + s (puS(w) o) == [ o S(u)elt' oo~ [ pStunelt' o)z + [ o S(un)e(t’ 2)da
= [ 1St - o stul o e
Et donc
00 (pS(w)) + B (puS(w)) = 8(t — )p" [S(ur) — S(w)] e w1 (@) (= Q5). (1110)

Clairement pour S = 1, nous avons 1’équation de conservation du nombre de voitures. D’autre part, pour
S(u) = u, nous obtenons la quantité

Oy (pu) + 9, (pu®) = 6(t — t*)p* [ur — wi] Ljgr o) ()
qui est négative tant que u, < u;. On note H la fonction de Heaviside et on définit les quantités positives
p*p et p*pu par
pp(t,x) = H(t —17)p" (wr — up)Ujar oo (€ = up (£ — £7))

prpu(t,r) = uH(t —t*)p* (ug — up) L jg» 2] (2 — up(t — 7)) .

Alors, au sens des distributions, nous avons
Oy (p*p(t, ) =0(t —t")p™ (wr — up)Lge 5] (2 — up(t — 7))
+HE—t)p" (w — up) [~upd(x — ug(t — %) — a*) + wd(x — ug(t — %) — )]
Oz (p'pult,x)) =uHt —t*)p* (ug — up) [0(x — up(t — %) — a™) — 0(x — ue(t — t*) — z™)].
Nous en déduisons donc que (I.5b) est donnée par
3(p(u+p(p))) + Os(pulu +p(p))) = 8(t — t*)p* (ur — wr) [Ljar,0)(2) = Lpar ] (2 — up(t — )],

qui est bien nulle. |

6 POLIZZI Bastien
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Remarque :

D’aprés la relation (IL.10), nous avons
9 (pS(u) + pp°) + 95 (puS(u) + pup®) =0 (I1.11)
avec
o5 (1) = H{t — )" (S(un) — S(tr)) T o) (2 — 0 (1 — 1)

sur I’ensemble Q. On définit p°(t,2) pour tout = de la méme maniére que p et nous remarquons que
pour tout compact K, nous avons

TV (pp°) = TVik (?—l(t —t*)p* / S'(&)deL e o) (T — up (t — t*)))
<P S g Jur = wl
< 0" 18" TVic (). (IL12)
II.B) Lemme d’approximation et lemme de compacité

Lemme : 1 Soit p € LY(R) telle que 0 < p° < p* et u® € L>°(R). Alors, il existe une suite de conditions
initiales (/)‘,},)1‘,>(J et (pl (’) Lso Lelles que / /)A,(, Ydx < / PP (z)dx et essinfu’ < ul) < essupu® et telles

que, au sens des distributions, nous avons les convergences suivantes : p) — p° et, plud — puP.
Preuve : Quitte a considérer p = %> on suppose dans la suite que p* = 1. Soit € > 0, on définit pour
tout n € N* :
n?
1 Oul(z) = E Uin i 4 T
Z ]n,nerm[ ) Pn n( ) n ]% %erm[( )7
i=—n’ i=—n?
Min >0 Min >0

ou les quantités m;, et u;, sont définies par :

i+1

CRT 1 [
My, = / p°(z)dx Uiy, = / P°(2)u’ (z)dx. (I1.13)

n

Etant donné que

) i+ 1 1 1 1
Vne N, Z—<Z+ —2>=(l—>
n n n n n
et comme 0 < po < 1, on en déduit que 0 < my, < =. De plus, u;, est bien défini seulement pour my, # 0.
Soit ¢ € D(R). Alors, il existe N € N* tel que supp(cp) [—N; N]| et nous avons

[ o= [ Z S S A T = Y A T e)da.

z—fn i=—n?
mzn >0 Min >0

Soit ¢ une primitive de . Alors, pour tout n € N*,

i i i
[ e =0 (G ma) o (7)
%1 n n
. . 2 )
— (;) + mind’ (;) n %w(:p;) -

‘ 2
i m? ,
= Myn <n> + —Q”L o' (). (IL.15)

n

<
7N

| =
N————
o
=
&s
m

\
S|
+
e

3
[
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Pour n > N nous avons

=)l =| [ JL aorerey J]VV o°(@)p(x)da
n? 2 N
= Z._an {mmgp (i/n) + mg"d(%)} - /_N P’ (x)p(x)dr| par (I1.14) et (11.15)
n? 2 N
. Py B ¢ (i/n) dx+i§2 %cp’(x;) - /_ N p°(x)(x)dx| (cf (IL.13))
Slizn;?"@xn’—kliz/inﬁkp(i/n) ©)|dz + 22/ el

(I1.16)

Notons M un majorant de @ et de sa dérivée et traitons séparément chacun des trois termes,
a. Le terme ¢(z,) est potentiellement non nul si 7, € [-N; N]. Or, 2%, € [£;L 4+ my,] C [L; 5]
donc pour i ¢ [-nN, Nn — 1], ¢(z%,) = 0 et comme m;, < 2 nous en déduisons que

n? 2 nN-—1
md M MN
Y. @< Y 5= (IL17)

i=—n2 i=—nN

i+l 1 . .
b. L'intégrale [," " |¢ (i/n) — ¢(x)|dz est nulle si [£, 2] n’est pas dans le support de ¢ c’est &

n’

dire pour ¢ < —nN et i > nN — 1. D’autre part, la fonction ¢ est continue sur le compact [—N, N|
donc uniformément continue et, par conséquent

Ipu>0, si x—l‘<u, ‘(p(ﬂ?)—(p(z)‘<€.
n n

1 N
Soit N tel que — 7 <Hm alors pour n > max { N, N'}, nous avons

n? itl 1 nN—1

W Tl
Z/ [ (i/n) = pl(a)lde < Y %:2N5.
i=—n2 7w i=—nN

c. Comme précédemment [,/5 , |p(z)|dz est nulle si [“EL — L. 2] ¢ [_ N N]. Par conséquent,
F——)

n? itl nN—1 M MN
dr < — =2—. 1.1
> [0 @l 3 =2 (IL15)

1 .
n2 i=—nN

i=—n?2 n
Soit Ny tel que g- <€ et Ng > max {N, N} alors, d’apres (I1.16), (I1.17) et (I1.18)), on a
V= No, [0 —p%0)| < 3MNE +2Ne < N (3M +2)e.

On en déduit donc que <p917 <p> k—) <p0, <p> et donc que p? — p¥ au sens des distributions. On démontre
—00

de maniére analogue la convergence de la suite (p9u [ |

")nEN'

Lemme : 2 Supposons que la suite (), cy est bornée dans L>°(]0, T[xR) et qu’elle converge vers v dans
L2 (]0, T[xR) et que pour toute fonction T € C°(R) :

/ (vn — ) (t,2)T(x)dx = 0 (I1.19)
JR k—+00
i) pour tout t € [0,T] ou, i) dans Ly (]0,T[). Supposons également que la suite (wy), oy est bornée dans

L= (]o T[XR) et qu’elle converge vers w dans L22 (10, T[XR) et que pour tout intervalle compact K = [a, b],
il existe C' > 0 tel que pour f = w ou wy,, la variation totale de 8 sur K satisfait la relation :

TVk(B(t,.)) < C <i + 1) .

Alors ypwy, — yw dans L2 (10, T[xR) lorsque k — oo.

8 POLIZZI Bastien
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Ce lemme est 'un des points clés de la preuve de l'existence de solutions au probléme (I.5). C’est un
résultat de compacité par compensation, qui utilise la compacité en espace de la suite wy et la compacité
en temps de la suite 7y, pour passer a la limite faible dans le produit y4wy. Afin de démontrer ce résultat,
nous montrerons dans un premier temps le lemme ci-dessous.

Remarque : Dauns la suite, (¢ est une suite régularisante telle que supp (¢*) C [—¢, €] et nous utiliserons
la notation 2¢ = z x (©.
T

Lemme : 3 Soite > 0 et V), une suite bornée de L>(]0, T[xR) qui converge vers v dans L% (]0, T[xR)

et qui vérifie Uéquation (11.19) i) pour tout t € [0,T] ou, ii) dans L} (]0,T[). Supposons également que la
suite (wn)nen est bornée dans L (]0, T[xR). Alors, nous avons (v, —v)ws, — 0 dans L%..

Preuve : On se place dans le cas ii), le cas i) étant déja détaillé dans [2]. On considére une fonction test
¢ € C (10, T[xR) telle que p(t,x) = wi(t)pz(x) avec @i(t) € C°(]0,T) et ¢, € C°(R). On cherche a
démontrer que

n—-+o0o

T
Jn = /0 /R(% — ) (t, 2)wsl (t, 2) s () pp (z)dadt —— 0

avec w;, = wy, * ¢¢. On pose
x

T
Iy = / / Lity)dydt  avee  L(t,y) = wa(t,y) / (= ) (6,2)C (@ — y)(t, 2)de

Notons que pour y € R fixé, la fonction x — (°(z — y)p(t, z) est C* a support compact dans R. D’autre
part, les suites (wn),cy €t (Yn),en sont bornées dans L>°(]0, T[xR). Soit M un majorant. Alors, pour
tout n € N

|L(ty)| < M

/R (1 — ) (£,2)¢ (@ — y)e(t, 2)de

/OT |1 (t,y)] dt < /OT M '/R (o — ) (£ ) (2 — y)%(x)dwt(t)‘ »

T
<Ml | dt.
0

/R (1 = 7) (£,2)C (& — 9)pa (2)da

— 0 par hypothése (I1.19)

n—+oo

Donc, pour presque tout (¢,y) €]0, T[xR, I,(t,y) —+> 0. D’autre part, nous avons aussi I’estimation
n——+0oo

suivante
Tt < M (M4 1lss) [ o= )lotto)] da

et la fonction y — [ (5(z — y) [p(t, )| dz est une fonction L' (J0,T[xR). Donc, par le théoréme de

convergence dominée de Lebesgue, J, —+> 0. |
n—-+oo

Preuve : (du lemme (2)) On écrit la décomposition suivante :

£

Yawn — YW = Vo (Wn — wy,) + (Yo —7) Wy, +7 (wy, — @) + (W —w) 7.
Soit ¢ € C2°(]0, T[xR) et, n > 0.

e Dans un premier temps, nous allons traiter le cas du premier et du quatrieme terme que nous
controlerons uniformément en n pour e suffisamment petit. Etant donné que w,, est a variations bornées
en r, nous avons

b
/ lwn(t,z —y) —wn(t,z)| de < |y| TV (wa(t,.)) avec, K =[a —2y|l, b+ 2|y|].

9 POLIZZI Bastien



Mémoire de M2 Modélisation multi-voies du trafic routier

En effet, si f une fonction continue sur R et a,b € R avec a < b. Alors, pour h > 0, N € N tels que
a+(N—-1h<b<a+ Nh,ona

b N ra+(k+1)h
/If(w*h)ff(x)ldx:Z/ @) — f(x)] d

k—g Y atkh

N h
:Z/ f(s +a+ (k= 1)h) — f(s +a+kh)|.ds
k=070

h N
:/0 (Zf(s+a+(k:—1)h)—f(s+a+kh)|> ds

k=0
< A TVE(S)

avec K = [a — 2|h|,b+ 2|h|]. Cette relation se généralise au cas ot h = 0 et h < 0 puis, par densité aux

fonctions L°°.
b
dx < /
a

Soit € < 1. Alors,
dx
5 b
< / / wn(t,2 — ) — wa(t, 2)| ¢ (y)ddy

[ lonttr = 9) — et ¢ )y

—€

/

/ [wn (1, — y) — wnlt, 2)] ¢ (y)dy
R

/_ |y|T‘/[a 2e,b+2¢] (wn( ))Cg( )

< / S TVia_apra(@alts )C )y

—&

c 1
< / eCxk (t + 1) C(y)dy
1
<eCp (t + 1)

avec K = [ —2,b+ 2] et C'; indépendante de € et de n. La fonction ¢ étant & support compact, on peut

choisir K de sorte que supp, (@) C K et il existe 0 > 0 tel que supp,(¢) C [6,T]. Les suites (wn),cy €t
(Yn) ey sont bornées dans L (]0, T'[xR) et convergent respectivement vers w et v dans L (J0, T[xR).

Donc il existe M indépendant de n tel que M > ||« avec a € {(vn)n>0 s (Wn)pso 77,w}. On a alors

T rb
<l [ [l =l bl daat
T 1
<Ml [ <Ok (F+1)a
4

1
<Ml Cx (5 +1) T

Donc, pour ¢ assez petit, nous avons ‘ fOT fR T (WS — wp) cpd:cdt‘ < 7 indépendamment de n. Par le méme

T (W5, — wp) pdxdt

raisonnement, nous pouvons monter que ‘ fOT fRW (w® —w) @dxdt‘ <n.

e Pour le terme 7 (wf — w®) nous avons

- /T /b’y/R(wn —w) (t,y)¢"(z — y)dypdxdt
/ (/ / (t, )¢ (z — )‘P(tvm)W(hw)dydt) dz.

Pour z € [a,b] fixé, la fonction (¢,y) — (%(x — y)p(t, )v(t, z) est une fonction Ltly car v et ¢ sont
bornées et CE est L. Par hypothese nous avons w, — w dans L% (]0, T[xR). Donc, nous en déduisons que

la suite f,(z fo f]R wn, —w) (t,y)C(x — y)p(t, x)y(t, z)dydt tend vers 0 pour tout x et est bornée par

v (ws — w®) pdadt

T € _ ¢ ‘
Jo v (W5 — w®) pdydx ——0.

2M?2 |||l donc, par le theoreme de convergence dominée de Lebesgue,
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o Le terme (v, —v)wi — 0 dans L% par le lemme (3). On en déduit donc que y,w, — yw dans

L2.(]0, T[xR) lorsque n — oo |

I1.C) Existence et propriétés des solutions

Propriété : I1.1 On considére une suite de solutions (pp, Un, Pn),cn au probléme (1.5) avec les régularités
suivantes :

pn € Lg® (]0,00[; LY (R) N LL(R)) (11.20a)
Un, P € L° (]0, 00[; L (R)) (I1.20b)

et telle que les donnée initiales correspondantes vérifient les conditions

0<p2 < p, (pg)neN est une suite bornée de L'(R)

(“91)”6N est une suite bornée de L (R).

On suppose également que les conditions suivantes sont vérifiées :

1
Opun (t, ) < . (I1.21a)
essinfy uy) (y) < un(t, z) < essup,, uj (y) (I1.21b)
TVi (pnpn(t,.)) < 20" TV (u,(t,.)) pour tout compact K (I1.21c)
0 < pn, (t,7) < essup,, u (y). (I1.21d)

Alors, quitle a extraire une sous-suite, nous avons (pn,Un,pn) — (p,u,p), ¢’est-a-dire que
Pn = P, Up — U, Dn — D, dans L35 (10, T[xR)

ot (p,u,p) a la régularité de (11.20) et vérifie le systeme (1.5) pour les données initiales p° et u® définies
par

P2 = p° dans L2 (R), et pPul — p%u® dans LS (R).

Les solutions obtenues satisfont également (11.21a), (I1.21b) et (11.21d).

Preuve : La suite (ug)neN est bornée dans L>(R) et la suite (uy), oy vérifie 'inégalité (I1.21b) donc on
en déduit qu’elle est bornée dans L> (]0, T'[xR). La suite (py,),,cy est également bornée d’apres I'inégalité

(I1.21d) et, par produit de suites bornées, la suite (pgug) est aussi bornée. Aussi, quitte a extraire

neN

des sous-suites, il existe u, p, p’, m° tels qu’on ait les convergences faibles suivantes dans L% (J0, T[xR) :
= = 0 0 0,0 0_ 0,0

Un — Uy Pn — Py Pp — P75 PplUy — M° = pu".

D’autre part, pour ¢ € C°(R) et t > 0, d’apres (I.5a), nous avons
t
/ [0 (s, ) 4+ O (prun) (s, )] p(x)dxds =0
0

[ ontt.) = put0.0) pla)ia = [ t [ vl )l s
[ onttarot@ie = [ pu02)pt)ts+ [ [ pualo,riuptardsa

' [ entt.2)ea)as

ou M, est une constante qui ne dépend que de . Comme (uf) oy est bornée dans L™, on en déduit
que (pn),en est bornée dans C; ([0, T7; D,

<p My +Tp* H“%Hoo M,

'), ot D!, est munit de la topologie faible par rapport a la
variable x. Cette suite est aussi bornée par p* dans L (]0, T[xR). Donc, quitte & extraire une sous-suite
elle converge dans C; ([0, T]; L2 (R)). De méme, on montre qu’il existe ¢ tel que, quitte a extraire une
sous-suite, py, (u, + Dr) converge vers g dans Cy ([0,T]; L2 (R)).

D’autre part, pour 8 = uy,,n > 0 ou 8 = u nous avons

b bl b
/ |8m5|da:—/ ;daz/

11 POLIZZI Bastien
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D’apres (IL.21a) 8,8 — + < 0, donc

b—a
t

b—a — B(L,b) + B(t,a) <2b;

b b
/|8x,8|dx§ —/ 0.6~ v <2 YU

Nous en déduisons qu’il existe C' > 0 tel que
1
V’I’LEN, T‘/[a,b](ﬁ)<0<t+l>

D’apres le lemme (2) pour w, = u, €t v, = pp  0OU pp (Uy + Pp), NOUS AVONS qUE : Pply, — PU
et pn (Un + Dn) un — qu dans LS (]0, T[xR). D’autre part, d’apres la propriété (II.21c) nous pouvons
appliquer le lemme (2) & la suite (pnPn), ey, 00 1 pppn — pp dans L (J0, T[xR). Ainsi, on obtient une
solution de (I.5). Les autres convergences se montrent aussi facilement. |

Théoréme : I1.2 Soit p° € L'(R) tel que 0 < p¥ < p* et u® € L>®(R). Alors, il existe un triplet
(n,u,p) avec les réqularités (11.20) qui vérifie le systéme (1.5). De plus, les solutions vérifient les propriétés
(I1.21a),(I11.21b), (I1.21d) et, pour toute fonction S € C*(R) nous avons

9 (pS(u) + pp°) + 9, (puS(u) + pup®) =0 (I1.23)

sur )0, 00[xR avec p¥ € L ([0, 00[xR) et vérifiant |p°| < 15| e () DI 0 K = [essinf,, u®, essup, u’].

Preuve : Pour démontrer ce théoreme, on combine le lemme d’existence pour les bouchons collants, le
lemme d’approximation et le résultat de compacité de la maniere suivante. D’apres le lemme 1 il existe
deux suites (%) o et (Pous), o qui convergent respectivement vers p” et u’. A T'aide de la partie (IT.A),
on montre que, pour tout n € N, il existe un triplet (p,,, un, pr) qui vérifie le systéme (I.5¢) et ayant pour
régularité (I1.20). De plus pn, u, et p, vérifient les propriétés (II.21a),(I1.21b), et (I1.21d).

En appliquant la propriété (II.1) a cette suite, on en déduit 'existence d'un triplet (p,u,p) ayant pour
régularité (I1.20) et solution de (I.5) pour les conditions initiales p° et u°. Les solutions obtenues satisfont
entre autre les propriétés (I1.21a),(I1.21b), (I1.21d). Par conséquent, il ne reste plus qu’a prouver qu’elles
vérifient (I1.23).

D’apres la remarque de la partie (II.A) (en particulier (I1.12)), on peut appliquer le lemme 2 avec
Wn = pnp d’ou p,ps — pp°. D’autre part, d’aprés la relation (I1.11), nous avons pour ¢ € C°(R)

(pnS (un) + puby) (t,2) = (pnS(un) + pupn®) (0, ) :/O Oz (PntinS(un) + puunpy) (€, 2)d¢.  (11.24)

Soit K un compact tel que supp(p) C K. Nous avons alors

/]R (PnS(un) + pupy) (t, x)(x)dw

S /K [ (PnS (un) + pun®) (0, 2)p(x)| da

’ ‘/K /0 O (Pt (S(un) + 7)) (&, 2)p(w)dEda
<5 (I80mc0 + 155]..)

" VK /ot (Pntun (S(un) + Br)) (& 2)0wp(w)dSdz

<0 (ISl mqaey + i) + 27 Tl (1S ey + 8]0 ) M

ot M, est une constante qui ne dépend que de ¢. La suite (u%)n N étant bornée par hypotheése on en
déduit que (an(un) + pnﬁﬁ)neN est bornée dans C; ([0, T]; D) et donc quitte & extraire une sous-suite
il existe ¢¥ tel que p,S(un) + pnps — ¢° dans Cy ([0, T]; L (R)) pour toute fonction S € C*(R). En
appliquant a nouveau le lemme 2, nous avons

pn (S(up) +5) up — ¢%u  dans L2 (]0, T[xR). (I1.25)

Notons que dans (I1.10), si S est monotone, Q¥ est négative si S est croissante et positive si S est
décroissante. Posons

% (0nS (tn)) + B (PnunS(un)) = Q3.
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Etant donné que (Q,SL)” cn est bornée dans ’espace des distributions c’est aussi une mesure bornée pour
toute fonction S monotone et pour ¢ € C°(R), on a
d
— | pnS(un)e(z)dz — / P S (un ) uny' (x)dx = / Q5 dx.
dt Jr R R

Comme [, pnS(tn)un @' (x)dx est aussi bornée, on en déduit donc que
(/ an(un)go(x)dx) est uniformément bornée dans BV, (I1.26)
R neN

pour toute fonction S. D’autre part, toute fonction S € C*(R) est la somme de deux fonctions monotones.
Aussi, (I1.26) reste vraie pour toute fonction S € C1(R). Il reste donc & prouver que (p,S(uy)) — pS(u)
dans L2 (]0, T[xR). Etant donné que S est continue et que le support de ¢ est compact, S peut étre
approchée uniformément par une suite de polyndéme sur le support de ¢ donc il suffit de montrer que
prut, — put dans L2 (]0, T[xR) pour tout £ € N. Montrons le par récurrence sur £. D’apreés ce qui préceéde,
un, — u dans L% (]0, T[xR). Supposons maintenant qu’il existe ¢ € N tel que :

pnul — put, dans L. (]0, T[xR).
Par (I1.26), la suite ([, pnS(un)p(z)dz) oy est uniformément bornée dans BV; donc compact dans

L{(]0,T[), Donc par unicité de la limite elle converge vers [, pS(u)@(x)dz. On peut donc appliquer le
lemme (2) avec 7, = pnqu et w,, = u, et nous obtenons

pnubTt — puttt dans L (]0, T[xR).
Par conséquent, nous avons, pour tout S € C1(R)
PnS(un) = pS(u), dans L% (]0, T[xR)

et par unicité de la limite au sens des distributions, on en déduit que ¢° = pS(u) + pp® pour toute fonction
S € CY(R). [ ]

I11) Etude du modéle multi-voies

III.A) Solutions de type bouchons collants pour le modéle multi-voies

Dans le modéle a une voie, nous avons présenté une maniere de construire des solutions de type
bouchons collants. Pour le modele multi-voies, nous allons montrer I’existence de solutions particuliéres.
Plusieurs cas sont a traiter. Néanmoins, étant donné les similarités de ceux-ci avec le modele a une voie,
on se contente ici d’exposer les résultats dans le cadre d’un rétrécissement de la voie sans collision. On
définit les quantités suivantes :

N
p(t,x) = p* () Y La,(t)<acbit) (I11.1a)
i=1
N N
p(t, x)u(t,x) = p*(x) Z Uil () <w<bi () p(t,x)p(t,x) = p*(x) Zpi]lai(t)<:c<bi(t)' (IT1.1b)
i=1 i=1

Pour simplifier les calculs, nous considérerons dans la suite que la densité p* passe de 2 a 1 au point
z*, la premiere voiture atteignant le rétrécissement au temps t* et la derniere voiture au temps t**. La
vitesse sera alors divisée par « et on peut représenter la dynamique de la maniére suivante :

On définit localement la densité p(t, x), le flux, p(¢, z)u(t, ) et la pression p(¢, z) tels que :

Lo, (ty<w<bi(t) si, t < t*
p(t,x) =S Loy (ty<e<ar + 2L et iy Sh T <t <t (I11.2a)
215, (ty<a<bi(t) si, t > 1*
Wiy, (t)y<w<b, (t) si, t < t*
p(t,x)u(t, ) =  Wintla,,,(t)<e<ar + 2Uint e cpep, i) Sh E° <t <t (IT1.2b)
20ill;, () cochyt) si, t > t*
Pilla, (t)y<z<b, (1) si, t < t*
p(t, 2)p(t,z) = { Pintla,,,(t)<c<as + 2Dint L e oy Sh <t <t (ITL.2c)
2015, 1y <achs (1) si, t > t*
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e = = = = 1

t* - -

T
I
I
I
S ———

to

avec :

i (1) = ibv(t) = u; (t*) =a” bi(t*) = 2* (I11.3a)
dtaz at’ = Uy, a; =a, i =X .

d

%aint (t) = wint, aint(t*) = a*, int (t*) = x*, (I11.3b)

d- _ _

abint (t) = Uint, bint(t*) = ™, bint(t**) = b*, (I11.3c)
£~-(t) = il;(t) =@y a;(t™) = z* l;(t**) =b* (I11.3d)
dtal - dt 1 fUz, 1 - b) (3 - .

Cette configuration est illustrée a la figure 2.

Lemme : 4 La dynamique décrite par les équations (IT1.2) et (II1.3) vérifie le systéme (1.7) si et seulement
1,

, N Uint Uint ~ R ~ \
Pint = Ui +Pi — Wint, (i, Dint) = < 5o (i +pi) — %) pi=a(u;+pi)—u;  (IIL4)

avec les conditions : 0 < ujpe < u; +p; et, 0 < u; < a(u; + py).

Pour les cas listés ci-dessous, on a un lemme analogue :
a) Collision de deux blocs sans changement du nombre de voies.
b) Diminution du nombre de voies sans collision.

Etant donné que les trois comportements décrits ci-dessus ne sont pas instantanés il peut y avoir des
interactions entre eux. On a donc, en plus, les cas ci-dessous qui, ne sont pas de simples superpositions
des cas précédents. Pour simplifier la présentation, on se contentera ici de les énumérer.

a) Un groupe de deux blocs entrent dans un rétrécissement.

b) Collision de deux blocs juste avant un rétrécissement.

¢) Un groupe de blocs entrent dans une zone ol le nombre de voies augmente.
d) Deux blocs entrant en collision aprés une augmentation du nombre de voies.

e) Passage de 1 — 2 — 1 voies sans que la dynamique & deux voies n’ait eu le temps de
s’installer.

f) Passage de 2 — 1 — 2 voies sans que la dynamique & une voie n’ait eu le temps de s’installer.

Remarque : 1 On suppose que la vitesse u est prolongée linéairement entre deux blocs dans les zones
de densité nulle et on fera I’hypothese qu’elle est constante a l'infini. En ce qui concerne la pression, la
contrainte (p* — p) p = 0 impose p = 0 dans les zones de densité nulle et & 'infini. Ainsi, les calculs de la
variation totale de la pression et de la vitesse en x sont modifiés.

Théoréme : II1.1 Avec les dynamiques décrites ci-dessus, les quantités p(t,x), u(t,z) et p(t,x) définies
par les équations (IIL.1) et la remarque (1) ci-dessus sont solutions du systéme (1.7).
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Propriété : II1.1 On considére les quantités p(t,x), u(t,z) et p(t,z) définies par les équations (IIL.1) et
la remarque (1) ci dessus. Ces fonctions satisfont le principe du mazimum :

0 < u(t,x) < 20 (essup, u®(y) + essup,, ?°(y)) (I11.5a)
0 < p(t, =) < 2a (essup, u®(y) + essup,, P’ (y)). (IT1.5b)

. o » ) ) S N , N o 0 /0 o \ o . ,
Si, de plus, on suppose que les données initiales dans les blocs (ui)lgwigjv et (pi)1<i,<1\/ sont a variations

bornées alors, pour tout t € [0,T], on a pour tout compact K = [a, b

TVi (ult,.)) < 4aM (TViz (u°) + TVg (p°) + ||v°] ) (I1L.6a)
TV (p(t,.)) < 4aM (TVi (u°) + TVg (9°) + ||u]] ) (ITL.6b)

avec K = [a —t (essupy uo) ,b—1 (essupy uoﬂ et M le nombre de changements de nombres de voies
Supposé fini.

L’estimation (III.5a) reflete le fait que les voiture peuvent accélérer dans ce modele. On notera, de
plus, que dans le modeéle précédent on avait seulement 'estimation (I1.21b).

Preuve : (de la propriété (III.1)) Pour des raisons de concision, nous ne traiterons ici que le cas
critique du passage d’une a deux voies sans collisions, les autres cas critiques se traitent de maniere
analogue, notamment le cas de collisions sans changement du nombre de voies et le cas de la diminution
du nombre de voies sans collisions. D’autre part, pour simplifier la présentation, on calculera la variation
totale sur R de u et p.

Au temps t = 0, on considére la dynamique suivante : soit deux blocs By = (uY,p) et By = (uJ,p9)
sur une section de route ou p* =1 on a donc

TVe (u®) = [ug —ul| et TVa(p°) =2 (p3 +1?) .

Au temps t; > 0, le bloc By entre sur la zone a deux voies et ce changement de dynamique a lieu dans
I'intervalle [t1,t2]. Puis dans l'intervalle de temps [t3,t4] avec t3 > t3 le bloc Bs entre dans la zone & deux
voies. Dans la suite, on reprend les notations du lemme (4).

e Pour ¢ €]ty, t2[, nous avons que :

u(t, 2) = g1y _ o a3 —ug(ts—t) + 1) Vaz —ud(ts—t),02( + Utint Lz o[ + Ut int Lar too]

ou f1 est la fonction affine qui relie la zone a vitesse ug a la zone a vitesse uj in:. Donc,

TV]R(U(t, )) = |Ug - ul,int| + |u1,int - ﬂl,int'

= |Ug - U1,mt| + %
< g = uf] 4 [u = wrine| + %

Soit u? — U1,int = 0 et, dans ce cas, nous avons
U
0 0 1,int 0 0
TVe(u(t,.)) < TVe(u®) +u? — 5 < TVi(u®) + [[uf]| . -
Soit u(f —u1,ine < 0 et, dans ce cas, comme uq jn; < u(f + p?, nous avons

3
TVr(u(t,.)) < TVR(uO) + §u17mt - u? < TVR(uO) + 2u1 int < TVR(UO) + 2 ||u0|| + TVR(pO).

Nous en déduisons donc que
TVa(u(t,.)) < TVe(u®) + 2|[u’|| _ + TVe(p°).

D’autre part, la pression a pour expression

Pt @) = P3L{ay(e) b ()] + PLintLjar o[ + Pint Lja= e[
avec as(t) < ba(t) < af. Par le lemme (4) on sait que

Ui Ui
Tlm—u?—pg+u1,mt: (a—1) (u?+p?)+7mt

>0 I11.7

Plint — Plint = Q (u(f + p?) -
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car « > 1. Donc
TVi (p(t,z)) = 2p5 + P1.int + |P1.int — Pint| + P1,int
= 2(ph + Print)
=2 (pg + a (u(lJ er(l)) — ul’;”)
< 2a (p5 + uf +pY)
< aTVr(p) + 2 HuOHOO .

e Pour ¢ €]to, t3[, le bloc B; reste sur une portion de route & deux voies et le bloc By est encore dans
une zone a une voie, donc

u(t, 2) = g1y o a3 —ug(ta—0) + S2(T) Vaz—ug(ts—t).6r [ + T 1jb7 foof
avec fo une fonction affine qui relie les deux blocs. Par conséquent,
TVR(U(t, )) = ‘ug — ﬂ1’ .

Dans le cas ot u3 — @y > 0 nous avons TVg(u(t,.)) < TVe(u®), et dans le cas ot u3 — @; < 0, nous
obtenons

TVe(u(t,.)) < a(ud +p9) < o HuOH +aTVe(p°).
Donc, de maniére générale, pour ¢ €]ts, t3[, nous avons
TVr(u(t,.)) < « HuOH + aTVe(p®) + TVi(u°).
Pour la pression, nous avons
™V =TV (pil py 1
& (P(t:-)) = TV (Po1)—c0.a3—ug(ta—t) + P11jb; 4o
= 2p8 + 2ap(1) + 204u(1) car p1 = « (p[f + u(l)) — Uy
< aTVe(p°) + 2a ||u°||

e Pour ¢ €]ts, t4], le bloc By entre dans la zone a deux voies et By continue sur une portion & deux
voies, d’ou :

u(t, z) = Uz int 1) co,ox [ + U2,int Ljex ps| + f3(2) Ljps a, ()1 + @1 1)a; (1), 100]

avec f3 est la fonction affine qui relie la zone a vitesse g ;¢ & la zone & vitesse @y et, ai(t) > bl pour
t > t3. Par conséquent,

TVe(u(t,.)) = |ugint — Uz,int| + |U2,ine — @3] .

Il y a encore deux cas a traiter soit g jnt — ﬂ(l) > 0 et, dans ce cas,

_ ) 3
TVi(u(t, ) < [Uz,int = Ua,ime| + o ime < Sua it < 2u3 + 205 <TVR(") +2 [[u’]| 5

SOit U2 jnt — ﬁ(l) < 0 et nous avons alors

1
TVr(u(t,.)) = SU2int + @) = g iy = @) < o (TVa(") + [[u°]] ) -

Ainsi, pour t €]ts, t4],
TVe(u(t,.)) < aTVe(p®) + 2a|[u’|| -
Pour la pression, nous avons
TVe(p(t,.)) = TV& (P2,intLjag o[ + D2iint 1ja= [ + P11)a, (1), 400])
= p2int + |P2,int — D2,int| + D2,int + 2D1-
De méme que pour (IIL1.7) on a

U2, int

>0
2

D2,int — D2,int = (@ — 1) (u(z) +p9) +
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TVa(p(t,.)) = 2p2.int + 251 < o (ug + p3) + o (uf + p}) < 2a|[u||  + 2T VR(p°).
e Pour t > t4, les deux blocs se déplacent sur une portion de route & deux voies donc
u(t,x) = i1 la, (ty<o<too + f4($)152(t)<z<a1(t) F Ul o cpchyr)-
Ainsi, dans le cas ou 41 — @2 > 0, il vient
TVe(u(t,.) =@y — s < @1 < o (u§ +pY) < a (TVR(°) + HUOH ).

Par symétrie, cette inégalité reste vraie dans le cas ou @; — @i < 0. Pour la pression on a

TVer(p(t,.)) =TVr (ﬁlﬂal(t)<z<51(t) +152]lag(t)<:c<52(t)>
= 2p1 + 2p2
< 20 (uf +pf + w3 + )
< aTVe(p®) + 4o |||
Finalement, dans le cas du passage de une a deux voies, on a :
TVr(u(t,.)) < TVr(u®) 4 2a ||[u°|| + oTVR(p")
TVe(p(t,.)) < aTVe(") + 4o [[u®]

Toutefois, il est possible que plusieurs blocs entrent en méme temps dans une zone ot le nombre de voies
augmente. C’est pourquoi, dans le cadre du passage d’une a deux voies sans collision, on a les estimations
suivantes :

TVe(u(t,.))
TVe(p(t,.))

ou M est le nombre de changement du nombre de voies.

TVe(u®) + aTVe(p°) + 2Ma ||u°||
aTVr(p )—|-4MozHu0HOO

NN

Les autres cas particuliers sont :
a. Une diminution du nombre de voies de circulations sans collisions.
b. Une collision sans changement du nombre de voies de circulation.

Le cas général est une superposition de ces différents cas et donne les estimations (IIL.6). |

III.LB) Variantes pour les lemmes d’approximations et de compacité :

Lemme : 5 Soit p° € LY(R) et u°,p° € L®(R) N VB(R) tels que 0 < p < p*, 0 < u®, 0 < p° et
(/ﬁ‘ — /)“) p® = 0. Alors, il existe une suite de blocs de données initiales ( (’ 112,1}‘]‘),)]‘%] /,(:71(, que pour tout
kEeN:

/,;,( Nda < //)“(.1')(/.1'. (IIL.8)

J T JR
essinf, u' (1/) up < essup,, (1/) essinf, p°(y) < p} < essup,, ' (y), (111.9)
V() <TV (W), TV (p) <TV (") (IIL.10)
et telle que p — p°, pdud — pOu® et pQp? — p°p° au sens des distributions. Qui plus est, la suite

(/)}‘],. 1/(,\’,.1)(,‘),)}%) vérifie aussi la contrainte :
VkeN, (p*(z) — p)) p) = 0. (ITL.11)

Preuve : (Idées générales) Ce lemme est fortement inspiré du lemme 1 et on se contente ici de mettre
en relief les principales différences avec le lemme précédemment cité.
A un ensemble négligeable pres, on peut écrire R = |_| I; avec I; =la;, aj41[ un intervalle borné tel
JEL

que, sur celui-ci, p*(z) = n; € {1,2}. Toujours a un ensemble négligeable prés, pour tout k € N*, on peut
découper l'intervalle I; sous la forme :

Tl 0 (k) ¢

k k .
Ij:|_|] ]Z’ajl+1[ aji :aj+E(aj+1_aj)ﬂ i€{0,1,....k}.
i=0
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z+1
Pour j € Z,k € N* et, i € {0,1,...,k}, onposem :—/(; x)dx. Comme 0 < p” < p*, on a

2
0< mﬁ) < %(IJ) et donc | y?,a; )+ mg»i)[c]agﬁ),ag,i)ﬂ[ et on pose :

k k-1
pg(ﬂ?) = Z Zp;‘c]l]a(bk_)ﬂ(‘k)er(_k_)[(x)
Gii 0% Gui

j=—Fk i=0

k k-1 k
* k
AR = 3 5o @ Al = 3

j=—k i=0 —

N

-1

NOMONSMOREHR
p] l 550855 15 [( )

ﬁﬁ

Comme dans le lemme 1, on montre ensuite la convergence des suites définies ci-dessus vers p?, p%u® et
p°p°. Pour finir, montrons que TV (u?) < TV (u°) :

ko k-1 k
k k k k
TV (uy) = Z ‘ugz)ﬂ - ng) + Z §;3 - “§+)1 of S TV]a_k,ak+1[(“0)
j=—k i=0 j=—k
De méme, on peut montrer que TV(pg) < TV (p®) pour tout k € N*. |

III.C) Existence de solutions faibles au probléeme (1.7)

On procede comme dans le cas du modele a une voie. Dans un premier temps, on approche les données
initiales (au sens des distributions) par des bouchons collants, lesquels nous donnent une suite de solutions.
Puis grace aux lemmes de compacité, on montre que ces suites convergent et qu’elles vérifient le systeme
(I.7) en ayant comme régularité :

pu € Li® (10, 00], L (R) N L (R)) (I11.12a)
Uny B € L (10, 00[, L= (R)) . (I1L.12b)

Théoréme : IT11.2 Soit (po,uo,po) des données initiales telles que :
P’ e L'R), % p° € L®(R)N BV(R)

avec 0 < u,0 < p®, 0 < p° < p* et (p*(z) — p°(2)) p°(x) = 0. Alors, il existe (p,u,p) avec les régularités

II1.12) solution du systéme (L.7) et ayant pour conditions initiales (p°,u® p°). De plus, les solutions
P

obtenues satisfont les inégalités suivantes :
0 < u(t,x) < 20 (essup, u’(y) + essup,, P°(v)) (TT1.13a)
0 < p(t, z) < 2a (essup, u’(y) + essup, p°(y)) - (IT1.13b)

Lemme : 6 Soit (p),cy une suite bornée de L™ (|0, T[xR) telle que pour tout ¢ € D,(R), la suite
<[r /);,.(7‘,,.17)7:(:1')(/.17)/>:T§ soit uniformément lipschitzienne continue sur [0,T], ¢ nsf—a—dlrc :

< Cy. |t — s

3C,>0,/VkeN, Vs,tel0T], / (pr(t,z) — pr(s,2)) p(z)dx

Alors, quitte d extraire une sous-suite, il existe p € L™ (]0, T[xR) telle que p,, — p dans C ([0,T], L2 (R,))
c’est-a-dire :

vIelLl'(R,), sup
t€[0,7)

— 0.
n——+oo

/‘ (pn(t,x) — pn(s,z)) T'(x)dx

JR

Remarque : L'(R) est séparable donc il existe une suite de fonctions (fn),cy (& support compact)
dénombrable dense (cf [5]). Soit ("), ¢y une suite régularisante, alors la suite de fonctions (v, 4) définie
par ¢, o = fp*(? est une suite de fonctions C*° a support compact dans R dénombrable (par dénombrabilité
de N?) et dense dans L(R).

2. mesure de 'intervalle.
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Preuve : Soit (¢,),,cy une suite dénombrable, dense de D (R,). Pour tout (k,m) € N?, on définit
Gr,m(t) = Apk(t7m)¢m(x)dx.

Etant donnée que la suite (Pr)pen est bornée dans L™ (]0, T[xR), il existe M tel que
9Ol <M [ (o)

Donc, & m fixé la suite, (gk,m ),y €st bornée. D’autre part, étant donné que la suite ( [, px (£, 2)om (z)dx)
est uniformément lipschitzienne sur [0, 7], on a avec les notations de 1’énoncé que

keN

3
C 9
Pm

v (t73) € [O,T] / |t - S‘ < |gk,m(t> - gk,m(s)| <e.

Donc la suite (gk,m),cy est uniformément équicontinue, bornée et [0, 7] est compact donc, par le théoréme
d’Ascoli, pour tout m € N, la suite (gk,m) ey est relativement compacte dans C ([0, 7], R).
En particulier, nous savons qu'il existe ¢y, € C ([0, T],R) et o1 : N — N strictement croissante telle que

Goo(k).0 3o lo, dans C ([0, T],R).

De méme, la suite (gUO(k)’l)keN est relativement compacte dans C ([0, T, R), donc il existe ¢; € C ([0, T],R)
et 01 : N — N strictement croissante telle que :

Joo(er(1 7o G dans C([0,T],R)

Ainsi, par récurrence, on montre qu’il existe une suite de fonctions o, : N — N strictement croissantes
telles que :

9oo(o1(..om(k)...)),m m Lo, dans C ([0, T],R).
On définit alors la fonction o: N — N (extraction diagonale) et on a que

k' +— oolo1(...ok(k)...))

VmeN, 9o (k)ym —— bm, dans C ([0, T],R). (I11.14)
7 k—+4oo

D’autre part, la suite (py(x)) est bornée dans L (J0, T[xR) donc, quitte a extraire une sous-suite elle
converge faiblement dans L2 (]0, T[xR) vers p. Donc, pour tout m € N et pour tout ¥ € CS° (]0,T)

T T
/ / Do (b ) o ()0 () At — / / plt, 2) () () dudt,
0 R 0 R

k— 400

ou, en d’autres termes,

k—+o00

/OT 9o (k),m ()Y () dt ——— OT </R p(t,x)go(x)dx> W(t)dt.

D’autre part, on déduit d’apres (I11.14) que

T

T
VmeN, /0 Gotm VPt | L (O (0}t

Donc par unicité de la limite, on en déduit que pour presque tout ¢ € [0,T1], £ (t) = [; p(t, z)p(x). On en
déduit alors que

— 0.
k— oo

VmeN, essup
t€[0,T)

/]R (Pory (8, ) = p(t, @) P (2)d

Pour finir, cette convergence reste vraie pour toute fonction ¢ € D (R, ) & cause de 'inégalité

essup
te[0,T]

< essup

+2M |l — emll 1 (r,)
t€[0,T]

/R (pa(k')(tvx) - P(t,w)) p(z)dx

/R (o) () = p(t,@)) o (x)dz

ott M = sup {|[pxllo » [I2lloo} < 400, car la suite (pg),cy est bornée dans L°° (]0, T[xR). Puis, on conclut
par densité des fonctions C2°(R,) dans L'(R,). |
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Preuve : (du théoréme (I11.2)) D’aprés le lemme 5, il existe une suite de données initiales (p, uf), p}) Jen
qui vérifie les conditions (II1.8) & (II1.11) et qui converge dans L2 (R) vers (p°, u®, p°). D’aprés le théoréme
IIL.1, il existe donc une suite (px, ux, pr)jcy telle que pour tout k € N, (pr, ux, px) ait pour régularité
(IT1.12), soit solution du systeme (1.7) et, vérifie les estimations (IIL.5) et (IIL.6).

Etant donné que pour tout k € N, pj, vérifie (1.7c), on en déduit que la suite (py),cy est bornée done,
quitte & extraire une sous-suite il existe p € L™ (]0, T[xR) telle que : py, — p dans L% (]0, T[xR). D’autre
part, grace aux estimations sur les suites (ug),cy €t (Pr)gey fournies par les inégalités (IT1.5) et (II1.9),
on en déduit que ces suites sont bornées dans L™ (]0, T[xR) et donc, a nouveau, quitte & extraire des
sous-suites il existe u,p € L (]0, T[xR) tel que uy — u et pp — p dans L.

On cherche maintenant a passer a la limite dans les équations aux dérivées partielles. Pour cela, on
commence par montrer des convergences dans C ([0, 7], L2 (R,)) pour T > 0. En effet, par intégration
de (I.7b), nous avons

VT > VeeD(R,), Vitsel0,T], VkeN

/ (o (e + 1) (6, 2) — i (s + i) (5 2)] o) dar — / / (Pt (uk + pi)To)Oip(@)drde
R RJs

[ loxtn+ pu)(t,2) = e+ ) 5.0)) Ll < p°2C7 |t of [ [oro)] da (I1L.15)
R R

ott C' est un majorant des suites (u),cy €t, (D) (existe car ces suites sont bornées dans L (]0, T[xR)).
La suite (pg(ur + pr)la),ey est bornée (car les suites (pr)cn > (Uk) ey €6 (Pk) ey SONt bornées) et par ce
qui précede elle est uniformément lipschitzienne donc d’apres le lemme 6 il existe ¢ € L™ (]0, T[xR) tel
que

pr(ug + pr)la Pl dans C ([0, T], L% (R,)) pour tout T' > 0.
—+00
Par intégration de I’équation (I.7a), on obtient une estimation analogue a (III.15) et on obtient d’apres le
lemme (6) que
pr — n, dans, C([0,T], L% (R;)) pour tout T' > 0.
k—+oo
Afin de traiter le passage a la limite dans les produits, comme dans la derniére partie de la preuve du

théoréme II.1 on applique le lemme de compacité par compensation 2 (en remarquant que C' < C (% + 1))
aux suites (Vi,wr) = (P&, ux) ou (P, i) ou (px(ur + pr)la, ur) et on obtient les convergences suivantes :

prur — pu, dans L2 (]0, T[xR) (IT1.16a)
pkpr — pp, dans L3 (]0, T[xR) (IT1.16b)
pr(ug + pe)lour — qu, dans L (J0, T[xR). (IT1.16¢)

De ces convergences, nous en déduisons que p(up + pr)lo — p(u + p)lo dans L (]0, T[xR) et donc que
q=p(u+p)l,. Dou,

pr(ug + pi)lour — p(u+p)lau, dans L2 (]0, T[xR). (I11.16d)

On en déduit donc que le triplet (p,u,p) est solution de (1.7), ce qui conclut la premiére partie de la
preuve.

Il reste & démonter que p°, u® et, p° sont bien les conditions initiales du probléme. On montre facilement
que pour tout ¢ € C ([0, +o00[;xR;) et pour tout k € N

+o0
/ / (prOrp + prurdsp) (t, x)dxdt + / p%(x)ap(o, x)dx =0
0 R R

+oo
/ / L (s + p)Beo + pi(t + pi)urduep) (¢, 2)dadt + / (LapQ (2 + p0)) (2)ip(t, ) = 0,
0 R R

et comme on a les convergences pg — 9, pgug — p%0, et pgpg — p%° dans L% (R), et par les
convergences (I11.16), on en déduit que :

+oo
/ / (POrp + pudsp) (t, x)dadt + / P’ (2)(0, z)dz = 0
0 R R

“+o0
/ / I, (p(u+ p)Orp + p(u + p)udyp) (¢, x)dxdt + / (Lap°(u® + p%)) (2)@(t, z)dz = 0.
0 R R

Donc (p,u, p) est solution (I.7) pour les conditions initiales p°, u" et, p°. ]
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Résultat de compacité :

Le théoréme qui suit est un résultat de compacité et la preuve de celui-ci est contenue dans celle du
théoréme (IIL.2).

Théoréme : I11.3 Considérons une suite de solutions (pk,uk,pk)keN telle que pi,up et, pr ont les
régularités définies par (I1I11.12) et vérifient le systéeme (1.7) et les inégalités suivantes :

VkeN, pp. (t,z)€]0,+oo[XR, <up(t,z) < C,

VEkeN, pp. (t,z)€]0,+oo[xR, < pr(t,z) < C
VK =[a,b]CR, VEeN, pp. te]0,+oc], TVK (ug(t, )) < Cor i
VK =[a,b)CR, VkeN, pp.tec]0,+o0l, TVik (pr(t,.)) < Conrx

ot Cy (respectivement Co a1 k) est une constante positive qui dépend de o (respectivement o, M et
K ). Alors, quitte d extraire une sous-suite (pg, ug, pr) — (p,u,p) dans L2 (]0,400[xR), ot (p,u,p) est
solution du systeme (1.7) et p et u satisfont aussi :
p.p. (t,2) €]0, +00[x
p.p. (t,x) €]0, +00[x

C( X
C(Y

ult,x)

R, 0
R,  0<p(t,x)

VAN/AN
NN

IV) Etude des schémas numériques pour un systéme d’Euler
avec congestion

Dans le but d’adapter le schéma numérique proposé dans [7], nous avons cherché & reproduire quelques-
unes des simulations qui y sont faites et a les comparer avec certaines variantes.

IV.A) Présentation du probléme et du schéma numérique
Le modéele
Dans cette partie, on considere le systeme d’ordre deux d’Fuler suivant :

0ip+ Vag =0 (IV.1a)

9,4 + Vo (f)+v p(p) =0 (IV.1b)

ol p est la densité, p la pression qui est reliée a la densité par la formule (I1.4) et ¢ le moment défini par
q = pu, avec u la vitesse. Dans ce modele, la pression admet deux dynamiques tres différentes. En effet,
dans les régions ou la densité se rapproche de la densité maximale p*, la pression devient infinie et dans
les régions a faible densité, la pression tend vers zéro. Dans le but de séparer les dynamiques de congestion
des dynamiques de décongestion (zones ol la densité se rapproche de zéro), on redéfinit p(p) par ep(p) de
telle sorte que dans les régions de faible densité p(p) = O(e). Ainsi, en notant p° et ¢° les inconnues, le
systéme (IV.1) devient :

Orp° + Vag® =0 (IV.2a)

atquz.(q ffq )+v (ep(p°)) = 0. (IV.2b)

La limite lorsque € tend vers zéro de ep(p°) dépend de la limite de p® et en particulier, dans le cas ou p°
tend vers p*, la limite p = liH(l) ep(p®) peut étre non nulle. Toutefois, on supposera qu’elle est toujours
E—r

finie. En prenant la limite formelle de (IV.2), on obtient le systéme suivant :
Op+Viq=0 (IV.3a)
g+ V. ( f ) +V.p(p) = 0. (IV.3D)
avec les contraintes (I1.7¢).
Notons que le systéme (IV.3) est différent du systéme (I.5). D’autre part, étant donné que l’on ne
connait pas p, on ne peut pas résoudre le systéme (IV.3). Aussi, on cherche & résoudre le systéme (IV.2)

pour de petites valeurs de €. Cependant, les difficultés liées a la pression qui tend vers U'infini lorsque p
tend vers p* et au fait que ¢ tend vers 0 sont les mémes, d’ou I’étude de ce schéma.
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Semi-discrétisation en temps

Soit p™ et g™ les approximations respectives de la densité et du moment au temps t" = nAt, ou At est
le pas en temps. La premiere idée est de discrétiser en temps de la maniére suivante :

n+l _ n
n+1 n n n
_ ® n
I +v. (q pnq >+vm (ep (")) = 0. (IV.4b)

Notons que I'un des objectifs est d’obtenir un schéma AP (Asymptotique Preserving), ¢’est-a-dire qui
permet d’obtenir une solution dont le comportement coincide avec le systeme limite lorsque ¢ tend vers
zéro. Dans ce but, il est crucial de discrétiser en temps de maniere implicite p et g. Néanmoins, les schémas
totalement implicites sont généralement plus cofiteux et produisent plus d’oscillations ; aussi, on découpe
dans le schéma (IV.4) la pression en une partie explicite pg et une partie implicite p;. L’équation (IV.4b)
s’écrit alors de la maniere suivante :

n+l _ n R qg" n n
Ot 9 (P20 9 o) + Ve o (7)) =0 (v.s)

Toutefois, 'introduction d’une partie explicite impose une condition de stabilité liant les pas de temps et
d’espace appelée condition CFL. Ici, a ¢ fixé, la CFL est de la forme suivante :

At < oAr (IV.6)

max, q {‘ ‘ + s/epo }

Pour que cette condition puisse étre vérifiée, notamment dans les cas de congestion, il faut que la quantité
q / 3 i T 4 / L0 o
max { ‘ p‘ + «/Epo(p)} soit finie. Etant donnée que p’(p) m +00, définir pg de sorte que ses dérivées

soient bornées pour p proche de p* permet d’avoir une condition de stabilité non vide. Pour cela, on
définit la partie explicite de la pression par

) snlp) sip<pt—0
pO(p)_{i( p(p* = 8) + 1/ (p* = 8)(p— p* +8) + 50" (p* = 8)(p— p* +6)*) sip>p* =6 (V-1

oll § = 777, Ainsi, pg et ses dérivées restent bornées lorsque p approche de p* et lorsque ¢ tend vers zéro.
A partir de la partie explicite, on définit la partie implicite par

p1(p) = p(p) — Po(p) (IV.8)

En injectant (IV.5) dans ’équation (IV.4a), on obtient I'équation implicite en p"*! suivante :

n+l _ n n n
% F Vgt — AEVE. (ql‘iq) — AtA, (epy (p"1)) = AtA, (po (p7)) = 0. (IV.9)

Ainsi, une fois p"*! calculé comme solution d’un systéme non linéaire, on détermine facilement ¢"+! &
partir de (IV.4b).
Discrétisation en temps et en espace

Soit (xj)0<j<J une subdivision de [0,1] telle que 9 = 0, ;7 = 1 et xj41 —x; = Az pour tout
j €[0,J —1]. On discrétise en espace les équations (IV.9) et (IV.4b) selon la méthode de Rusanov [3] et
on obtient I’équation implicite suivante en p; :

n At n n n n At n n
P((pl)j+1) - <2Ax> [(Pl);izl 2(p1)j+1 + (P1)7+21] =P - 29AT (‘Jj+1 - Qj—l)

At n ’I’L s n s s Atz n n n
+5x, (Oj+% (Pj1 = p) = Ciy (o) — pj_l)) + 5.7 (Fﬁd Fil, —Fly+ FF%) (IV.10)

ol FJT‘Jr 5 et Cj ', 1 sont respectivement le flux centré explicite, et le coefficient de diffusion local définis par
2 2

g L [(qj) n (an+1)

ith T 9 +epo (pf11) +epo (P] ] 1 (@ — ) (IV.11a)

+1/eph (P41 } (IV.11b)

22 POLIZZI Bastien

P? Pj+1

? q;
J / 4j+1

J —= |+ /eph (p (
j

C" 1 = max
P




Mémoire de M2 Modélisation multi-voies du trafic routier

. n+1 , .z , . N s n+1 .
Une fois (p1 )Ogng déterminée, on détermine a l’aide de la méthode de Newton (p )ogjgj’ puis on

en déduit (q;”rl) 0<i<T a I’aide de la formule suivante :

At At

Pour déterminer p{”‘l a partir de p} et ¢”, on doit dans un premier temps déterminer p" a l'aide

d’une méthode de Newton scalaire puis résoudre le systéme (IV.10) a l'aide d’une méthode de Newton
vectorielle. Notons que la Jacobienne du systeme peut étre calculée explicitement et qu’elle est tridiagonale

symétrique.
IV.B) Schéma semi-implicite en pression

Afin de reproduire les simulations décrites dans [7], nous avons programmé le modele (IV.10)-(IV.12)
en MatLab.

Exemple de décongestion et de congestion

Dans toute la suite, les données initiales seront représentées sur les graphiques par des pointillés bleus
- - -. Sur les graphiques de gauche, on observera la densité et sur ceux de droite, la vitesse.

Densité
0.7 T

Vitesse (u=g/rho)
1.8 T T T
R
0.6 2 Wi~ 180 !
|
\ 1.4 ! /
05k \ / ! /
\ / ! /
\ / 1.2 | /
\ / | /
04F \‘ / | /
| / | /
\ / 1 /
\ i /
\ ! /
03t \ | | /
\ / 0.8F | /
\ / | /
02t \ / ! /
. \ | y
/ 06 h /
‘ / ! /
\ / I
01p \ / B
L I
\ / — ~ —densité intale 04 L — — — Vitesse intiale
\_ P densité 21=0.25 Vitesse 41=0.25
0 L L L L - L L L L L 0.2 L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 3 — Décongestion a t = 0,25 pour le schéma semi-implicite en pression (IV.12) et (IV.10)
(=103, Az =5.107%, At =5.107°,y = 1).

Densité

o m——— T T 0.95 S
o M — =~ densié infiale !
| densité & t-0.05
‘ 0.9

Vitesse (u=g/rho)
T T T

— — — Vitesse intiale
Vitesse a t=0.05

‘ 071 ! ‘

FIGURE 4 — Congestion a t = 0,05 pour le schéma semi-implicite en pression (IV.12) et (IV.10)
(=103, Az =5.10"%, At =5.107°,v = 1).

Les figures 3 et 4 représentent 1’évolution en temps de la densité et de la vitesse pour des conditions
initiales différentes. La figure 3 est un exemple de décongestion et la figure 4 illustre une congestion. On
notera l'importance des oscillations dans le cas de congestion, notamment pour la vitesse. Ce phénomene
ne dépend pas de la précision imposée dans les méthodes de Newton, mais peut étre réduit en diminuant

les pas en temps et d’espace. En effet, dans ce cas, les oscillations restent localisées aux extrémités des
zones de changement de dynamique.
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Difficultés rencontrées

Pour calculer p?'*! & partir de la formule (IV.10), il faut connaitre au temps précédent la densité;

aussi, il est proposé dans article [7] d’utiliser la méthode de Newton pour déterminer p™ & partir de p7.
Etant données les brusques variations de dynamique que 1'on cherche & observer, utiliser comme point
de départ pour la méthode de Newton la densité au temps précédent s’est avéré étre une approximation
trop grossiere. Pour pallier a ce probleme, nous avons fait une dichotomie pour calculer une premieére
approximation de p™, puis a ’aide de la méthode de Newton, nous avons déterminé une approximation
plus fine.

L’une des contraintes imposées par le modele est d’avoir toujours p < p*; aussi, écrire le schéma
numérique en terme de pression permet d’éliminer cette contrainte comme le souligne [7], car la pression
(en particulier p;) peut étre infinie. Néanmoins, au-dela d’une certaine taille, MatLab ne sait plus gérer
les nombres. Pour pallier a ce probléme, qui apparait dans les cas de congestion, nous avons imposé une
contrainte supplémentaire sur pi, afin de le fixer au dela d’une certaine valeur. L’autre piste explorée dans
la suite de ce mémoire est le calcul en densité plutét qu’en pression.

Le schéma numérique tel que nous I’avons programmé est sensible & la densité de transition® dans le
sens qu'il diverge dés que la densité s’approche de cette valeur critique. Une piste pourrait étre de vérifier
si le probleme est dii aux erreurs de calcul issues du changement de méthode pour calculer la dérivée de
I’application p; — p qui intervient dans le calcul de la Jacobienne.

IV.C) Comparaison avec le schéma implicite en pression (IV.4)

Schéma et exemple

Etant donné les difficultés rencontrées dans la mise en oeuvre du schéma semi-implicite en pression et
I’impossibilité de réaliser des simulations dans le cas général, une premiere alternative a été de tester la
version implicite en pression du modele numérique (IV.4), c’est-a-dire le schéma semi-discrétisé (IV.4).
Apres discrétisation en espace, le schéma est donné par 1’équation (IV.12) et

At \° : W At
p (i) - <2Am> e [pive =207 + o] = 0 - Ar (71— 1)

ton (O (Pa =) = oy (0 = 70)) + 5

et, en remplagant le flux et le coefficient de diffusion local par :

A2 [~ ~ - ~
(Froy =By —Fr, +Fy) (IV13)

2 2
n n n n
. ;| |4 = L) (@) 15
n _ 1 Jj+ n o _ - J Jj+1 _ ~m no_.n
iy —max{ pARP Fl, = 5 | + o 20j+% (a1 —dq}) (IV.14)
J J J J
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FIGURE 5 — Cas général a t = 0,05 pour le schéma implicite en pression
(e=10"* Az =510 At =5.107%, v = 2).

Sur les graphiques 5, sont représentés la vitesse et la densité dans un cas général. Sur la premiere
partie, on observe une congestion due au fait que la vitesse soit plus importante en amont et sur la seconde

3. Valeur pour laquelle 'expression de pg change (p* — 9).
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partie une décongestion qui est le résultat d’une vitesse plus importante en aval. On notera au passage
quiici At = 5.107* contrairement aux figures 3 et 4, ou At = 5.107° pour un ¢ plus petit. Ceci est dii & la
stabilité des schémas implicites.

Comparaison avec le schéma semi-implicite en pression

Sur le graphique 6, on compare les schémas implicites et semi-implicites dans un cas de congestion.
On observe que le schéma semi-implicite ne permet pas réellement de réduire les oscillations par rapport
au schéma implicite, en particulier dans les cas congestion ou elles sont tres présentes. Néanmoins, le
nombre d’itérations a chaque pas de temps pour déterminer la pression est drastiquement réduit. Il faut en
moyenne 22.102 itérations pour le schéma implicite contre 12,5 itérations pour le schéma semi-implicite,
d’ot1 une réduction importante du temps de calcul.

Densité

Vitesse (u=g/ho)
T T T T

— — — Vitesse intiale
Vitesse semi-implicite
Vitesse implicite

FIGURE 6 — Comparaison des schémas en pression dans un cas de congestion pour ¢ = 0,05
(s =103, Az =1.10"2 At = 1.10*4).

IV.D) Schéma en densité
Schéma semi-implicite en densité
Modifier le schéma implicite en pression donné par les équations (IV.10)-(IV.12) revient a remplacer

I’équation (IV.10) par :

n At 2 n U v " At
i = (e ) £l (1) =200 (7)1 ()] = 53 - e

x
At n T n n n n AtQ
+ m (Cj-‘r% (pj+1 - pj) - Cj—% (pj - Pj,l)) + m (

(q;l+1 - Q?A)

m o~ — Fjﬁ_%) (IV.15)
en conservant pour le flux et la densité les formules données par (IV.11).

Schéma implicite en densité

La version implicite du schéma est donnée par (IV.12) et par

ot At 26[]0 (o) —2p(pn+1>+p(pn+1)] :pn_ﬂ(qn — )
J 2A1r Jj+2 J Jj—2 J Ay VIt Jj—1

At 7~ ) ~ t2 ~ ~ ~
o7 (s (0r = 2)) = Oy () = 5-0) ) + 5 ns (P — Fjy — By +Fg) (IV.16)

avec pour le flux et le coefficient de diffusion local les formules données par (IV.14).

Comparaisons des schémas en densité

On se place a nouveau dans les conditions de la figure 5 pour comparer les deux schémas ci-dessus.
Les résultats obtenus sont représentés sur la figure 7 et la figure 8 représente un agrandissement des
oscillations. Afin de mieux comprendre l'influence du découpage de la pression dans ce schéma, nous avons
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également représenté les résultats obtenus avec un troisiéme schéma que 'on appellera demi-pression.
Celui-ci est donné par les équations (IV.12) et (IV.15) mais en prenant pour définition pour la partie
explicite de la pression po = 3p sur [0, p*].

Premieérement, on observe que les résultats obtenus avec ces trois schémas sont cohérents entre eux
et avec les schémas en pression. D’autre part, on observe que la division de la pression en une partie
implicite et une partie explicite permet bien, en effet, de réduire les oscillations, en particulier dans les
zones de congestion. On observe également que si I’on prend la partie explicite en pression égale a %p7 les
oscillations disparaissent. Néanmoins, nous le verrons dans la suite, ce schéma ne permet pas de conserver
le comportement asymptotique pour des petites valeurs de ¢.

Densité Vitesse (u=g/rho)
1 T T T T T T T T T 2 T T T T
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o7t - - - -

06 1

05F 1

041 B

03 B

0.2r 1

0.1 1

FIGURE 7 — Comparaisons dans le cas général des schéma semi-implicite et implicite en densité
(e=10"* Az =5.10"% At =5.107%, 7 = 2).
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FIGURE 8 — Agrandissement des oscillations.

Comportement asymptotique des schémas en densité

Rappelons que 'un des objectifs est d’obtenir un schéma qui préserve le comportement asymptotique
du systéme lorsque ¢ — 0. Dans le tableau suivant, on présente & Az = 1.1073 et At = 1.107* fixés le
nombre moyen d’itérations pour la méthode de Newton vectoriel (& chaque pas de temps) en fonction des
schémas.

Valeur de ¢ 10°2 ; 107% ; 100* ; 107° ; 1006 ; 107 | 1078
Schéma implicite 3,9976 | 3,9958 | 4,4656 | erreur | erreur | erreur | erreur
Schéma semi-implicite | 4,0056 | 4,9878 ! 6,5378 | 9,6778 ' 19,7288 | 47,5646 | 118,2664

Schéma avec pg = ip | 3,992 | 3,717 | 3,6632 | 3,8576 | 3,9682 | erreur | erreur

On constate que le découpage de la pression permet d’avoir un programme fonctionnel pour de tres
petites valeurs de €.

D’autre part, nous constatons que sur la figure 9, plus la valeur de € est petite, plus la séparation des
différentes dynamiques est claire, ce qui correspond au comportement attendu.

26 POLIZZI Bastien



Mémoire de M2

Modélisation multi-voies du trafic routier

Densité
T

T T T
— — - Densité intiale
Densité pour =102 | |
Densité pour e=107%

Vitesse
T

— — — Vitesse intiale
Vitesse pour e=102

Vitesse pour e=10"®

08l ‘ ‘
07 Lo
06f
0sf \ b
|
0.4 | | 1 05
| I ,‘
|| ) {
03f b if

0.2F

0.1 | /

FIGURE 9 — Comparaisons pour différentes valeurs de ¢.
(e€{1072,107%} ,Az = 1.1073, At = 1.107%,7 = 2).

IV.E) Conclusion

En ce qui concerne les trois schémas en densité testés ci-dessus, nous constatons que le schéma
totalement implicite produit beaucoup d’oscillations. De plus, pour de petites valeurs de ¢, il impose
de choisir le pas de temps et d’espace extrémement petits ce qui augmente considérablement le temps
de calcul. En ce qui concerne le schéma demi-pression, il a I’avantage de ne pas produire d’oscillations ;
néanmoins, si ’on veut réaliser des simulations pour de treés petites valeurs de €, il faut, dans une certaine
mesure diminuer, les pas de temps et d’espace.

Le schéma semi-implicite, quant a lui, produit quelques oscillations mais il est capable de simuler le
comportement du systéme pour de tres petites valeurs de € pour des pas de temps et d’espace raisonnables.

V) Perspectives

La suite du stage sera consacrée a I’adaptation des schémas numériques étudiés dans la partie IV au
modele RM AR donné par les équations (I.5). Dans un second temps, on cherchera a modifier le schéma

numérique pour simuler le comportement de la solution du systéme (I.7).
D’autre part, [6] propose un schéma pour modéliser le comportement (I.5) ; aussi, une comparaison entre

ces deux schémas numériques et prévue, notamment lorsque € — 0.
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