Université Claude Bernard, Lyon 1 Licence Sciences & Technologies
43, boulevard du 11 novembre 1918 Spécialité : Mathématiques
69622 Villeurbanne cedex, France Intro. Analyse Num. L2- Printemps 2019

Série d’exercices n°1
Interpolation polynomiale

Exercice 1. Formule des Différences Divisées (Un classique)
Soit f : [a,b] — R continue et n € N*. On note P, € R,[X] le polynéme d’interpolation de f
aux n + 1 points distincts x, - - - , z,, de I'intervalle [a, b].

1. Montrer que la famille de polyndmes :

E = {1,(X—x0),(X—xg)(X—ml),--- ,ﬁ(X—xk)}

est une base de R, [X].
On considere a présent la décomposition de P, dans cette base :

n—1

Po(X) =ag+ay(X — o) + -+ an [ [(X = 21)
k=0

oulesa;,z=0,---,n sont des réels.

2. (a) Montrer que ag = f(zg) eta; = w.
1— Zo

(b) On suppose n > 2. Montrer que pour tout entier ¢ vérifiant 2 < ¢ < n,

1—2

flw:) = |ao+ ar(wi — zo) + -+ + an ] [ (w: — )
k=0

a; = i1

H(l"z' — )

k=0

3. Montrer par récurrence (sur 7) que pour tout entier naturel ¢+ < n, les coefficients a; ne

dépendent que des points xq, - - - , x; (et pasdes x; 1, - , Ty).
On pose alors a; = f[xzg, -+ ,x;] pour touti = 0, -- - ,n, de sorte que
n—1
P(X) = fro] + flwo, 21](X — x0) + - + flao, -+, 2] [[(X — 21)- (1)
k=0
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4. Pour touti = 0,--- ,n, on pose y; = x,_;. Notons que (¥;)i—o.... n €t (Z;)i=o,... , définissent
la méme famille de points, et donc le méme polyndme interpolateur F,.

(a) Ecrire la décomposition de P, , sous la forme (1) dans la base :

F = {17<X_yO)a(X_yO)(X_yl)v"' 7f[(X_yk)}

k=0

(b) On considere 1’écriture de P, dans la base £ donnée par (1) et celle dans la base F
obtenue a la question précédente. En raisonnant sur les termes d’ordre n, montrer que

f[an"' 7~TTL] = f[xna ,l’o].
n—1
(c) Déterminer le terme d’ordre n — 1 du polyndme H(X — x1). En déduire le terme
k=0

d’ordre n — 1 du polynéme F,, donné par (1).

(d) En considérant a nouveau I’écriture de P, dans la base F, et en raisonnant sur les
termes d’ordre n — 1, montrer que

n—1 n—1
f[x()v'” 7'1:%—1] _f[IOJ"' 7xn]z$k:f[y07 7yn—1] _f[yOJ 7yn]zyk
k=0 k=0
(¢) En dédvire que flzo, - ) = L1002 Ted = 0 Tu]
Tn — o

On suppose a présent que f est (n + 1) fois dérivable.

5. Dans cette question, on fixe x € [a, b], distinct des zg, - - - , x,,, et on considére le polyndme
d’interpolation de f aux points xq, -+ , Ty, T :

n

Po1(X) = flwo] + flro, 1)(X — o) + -+ + flzo, - - ,:cn,:c]H(X — ).

k=0

(a) Montrer que PT(LT{I) = (n+ D! f[zo, -, xn,x].

(b) On considere la fonction définie par e, 1(t) = f(t) — P,+1(t) pour tout réel t. Montrer
que e}, , s’annule au moins n + 1 fois sur |a, b[.

(c) Montrer que egfll) s’annule au moins une fois sur |a, b[. En déduire qu’il existe £ €]a, b|
tel que (e
flzo, -+ xn, x] = %—1)'
6. Montrer que pour tout réel z, on a :
Osiz € {xg, - ,zn},
f(2) = Pul) = flxo, - ,xn,x]ﬁ (x — x) sinon .
k=0
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7. En déduire que si o, - - - ,x, sont des réels distincts d’un intervalle [a, b], on a, pour tout
x € [a,b] :

n

H(x—xk)

k=0

Mn+1

|f(x) = Pu(x)] < m

Y

ou My = SUP¢ea,b] |f(n+1)<t)’ :
8. Application. On s’intéresse a la fonction f : z € [0, 2] — sin(7wz/2).
(a) En se basant sur (1), déterminer le polyndome interpolateur de f aux points xg = 0,
r1=1letaxy, =2.

(b) Etablir une estimation d’erreur.

Exercice 2. Un exemple de polynéome d’interpolation
Soit f : [0,1] — R une fonction continue.

1. Déterminer le polyndme P; d’interpolation de Lagrange aux noeuds O et 1.

2. Déterminer le polyndéme P, d’interpolation de Lagrange aux noeuds 0, 1/2 et 1. On I’écrira
sous forme de Lagrange et sous forme de Newton.

Exercice 3. Convergence de ’interpolation de Lagrange
Soit n € N* et v un réel vérifiant || > 1. On note L,, le polyndme d’interpolation de Lagrange de
la fonction

1
f(l’): ’ —1§$§1,
r—

aux n + 1 points distincts xy, ..., ,, de I’intervalle [—1, 1].

1. Le but de cette question est de montrer que si |«| > 3, alors :
li —L = 0.
dim If ~ Ll =0

Nous rappelons le résultat suivant, déduit de I’étude générale menée a 1’exercice 1 :

fI(E)

VoL, 3eel = L1 L fl) = La(e) = o,

I, (),

n

avec I1,,(z) = H(:c — T).
k=0
(a) Calculer les dérivées successives de la fonction f.

(b) Montrer que pour toutn € N*, ona:
Vo € [-1,1] , |IL,(z)| < 2",
(c) Montrer que pour tout n € N* ettout £ €] — 1,1[:

(n+1) 1
(n+1)! te]—1,1] |t — |t
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(d) On suppose |«| > 3. Montrer qu’il existe un réel p > 0 tel que
oo —t| > 2+ p pourtoutt €] — 1, 1].
Indication : on pourra commencer par montrer que pour tous a,b € R, |a — b| >
[laf —1[b]] -
(e) Conclure.

2. Considérons toujours la fonction f

1
flz) = , -1 <z <1,
T —

aux n + 1 points distincts xy, ..., z,, équidistants de I’intervalle [—1, 1]. Dans la pratique nous
n’agissons pas du tout comme ce qui précede. Nous préférons utiliser des polyndmes de
degré peu élevé sur chaque petit intervalle [z;, ;1 1].

(a) Ecrire le polyndme interpolateur de Lagrange de degré 1 f,, de f sur chaque intervalle
[ZL‘Z‘, xi—l—l]» 1= 0, e — 1

l

(b) On considére un maillage uniforme de I’intervalle [a, b], c’est a dire que ;1 — z; = —

pour touti = 0,--- ,n — 1, ou £ est la longueur de I’intervalle.

i. Monter que, pour touti = 0,--- ,n — lettout z € [x;, x;41] :

(l’i+1 - xz’)Q

o = ) — )| <

ii. En déduire que :
c
||f - f n”oo S )
n
et donc que f,, converge uniformément vers f lorsque n tend vers 1’infini.

Exercice 4. Interpolation Polynomiale de Hermite

Soient zy, ..., x,, n + 1 points distincts de I’intervalle [a,b], (a,b € R, a < b) et f de classe
% ([a, b],R) une fonction dont on connait les valeurs et celles de sa dérivée en ces (n + 1) points
distincts.

Nous cherchons un polyndéme H,, de degré minimal tel que

H,(x;) = f(x;) etH (x;) = f'(z;), i=0,...,n.

Nous rappelons que les fonctions de base de I’interpolation de Lagrange, c’est a dire les polyndmes
de degré n tels que L;(x;) = 0;; pour i, j = 0, ..., n sont donnés pour tout i = 0, ..., n par

jmo L J
i

Li(z) = H x—:r;j, pour tout x € R.
0

Nous allons montrer le résultat suivant :
“Le polynome H,, est de degré au plus 2n + 1, et s’écrit
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Hy(z) = Z Flahi(x) + ) (@) hi(x)

avec

VA R 2
|f(x) = Hn(2)] < “enial ill(:v — )"
1. Montrer que pour z,j = 0,...,n
hi(z;) = big,  hi(x;) =0,
et
hi(z;) =0, hi(a;) = 6.

2. En déduire que H,, est I’'unique polyndme de degré 2n + 1 vérifiant les conditions requises.

3. Supposons x ¢ {zg,...,x,}, et posons

[[o(y — xi)?
[To(x — @)?
Montrer que Q(z) = 0, et que pour touti € {0,...,n},ona Q(x;) = Q'(z;) = 0.
En déduire que ()’ s’annule en au moins 2n + 2 points distincts.

Qly) = fly) — Huly) — (f(x) — Hy())

Montrer (en appliquant le théoréme de Rolle) qu’il existe 7, tel que Q"2 (n,) = 0.
Conclure.

Exercice 5. Polynéome de Tchebychev
Soit n € N, nous définissons le polyndme de Tchebychev de premiere espece par

T, (z) = cos(narccos(x)), z € [—1, 1].
1. Montrer que les fonctions 7,, satisfont la formule de récurrence

To(x) = 1, Ti(z) ==,
Toii(x) = 22T, (x) — T—1(x).
2. Montrer que 7T}, est un polyndme de degré n dont le coefficient de 2™ est 2" L,

3. Montrer ensuite que les polyndmes 7}, sont orthogonaux par rapport a la fonction poids
(1 —22)7Y2 c’est adire :

1 dr , si n=m=0,
T.(x) () ——= =< 7/2, si n=m #0,
[ D) Tule) 2 o2 s nom
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k
4. On pose t,(z) = 27T, (z) pour tout z € [—1,1] et y,, = cos (—W) pour k = 0,...,n.
n
1
Calculer t,,(yy) pour tout k = 0, ..., n. En déduire que ||t,,||oo = S

5. Soient xy, ..., z,,, n points quelconques de [—1, 1]. Nous posons w,, () = (x —x1)...(x — ).
Supposons par I’absurde que ||w,]|s < [[ta]]co-
(a) On pose d = t,, — w,. Montrer que d est un polynéme de degré au plus n — 1.
(b) Montrer que

tn(yr) — wn(yx) >0, si k est pair,
to(yr) — wn(yg) <0, si k est impair.

(c) En déduire que ||w, |0 > ||tn]]co-

6. Pour tout n € N, nous notons 1y, - - - , 0,1 les racines de 7T,,, appelés points de Tchebychev.
(a) Déterminer les points de Tchebychev du polyndme 7;,.
(b) En déduire I’expression de t,, en fonction des points de Tchebychev.

7. Application - Soit n € N*, P,,_; le polyndme d’interpolation de Lagrange de la fonction f
définie pour tout z > —2 par f(z) = In(z + 2) aux points de Tchebychev. Déterminer un n
tel que

max. |In(x +2) — P,y (x)] <2710,

—1<z<

Exercice 6. Splines cubiques

Dans cet exercice, nous souhaitons interpoler une fonction f € %*([a,b],R) par une fonction
cubique par morceaux. C’est que nous appelons une spline cubique.

Pour cela nous définissons (z;)o<i<n+1, qui déterminent une partition de ’intervalle [a, b], avec
o =aetr,, 1 =b.

Nous appelons spline cubique, une fonction S vérifiant

1. S € %?%(a,b],R),
2. 8

Pour construire une telle approximation, nous cherchons a définir une spline S en fonction seule-
ment de ses valeurs aux points x; et de sa dérivée seconde en ;.

[2s,0:,1] €St un polynome de degré 3 pour i = 0, ..., n.

1. Soit P un polyndme de degré inférieur ou égal a 3 défini sur un intervalle [«, 5] par ses
valeurs P(a), P(8), P"(«), P"(53).

(a) Montrer que

P'(z) = P'(a) _ P'(§) = P'(a)

r— b —«
(b) Montrer qu’il existe v € R tel que

P'(5) ~ P'(a)

P'(z) =v+ P'(a)(x —a) + 25— )

(x —a)”.
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(c) Montrer qu’il existe u € R tel que

_ B Plla), o P'B)—P'() g
P(z)=u+v(x —a)+ 5 (x —a)” + 603 —a) (x —a)”.
(d) Déterminer u et v en fonction de P(«), P(f3), P"(«), P"(B). En déduire que P est

unique.

2. On se propose de démontrer qu’il existe une unique spline cubique S interpolant f au sens

survant

{ S(z;) = f(z;), pour 0<i<n+1
S'(a) = f'(a), S'(b) = f'(b).
(a) Montrer que

P(B) — P(a) B—a

p—a 6

(b) En considérant le polynome P de degré 3 tel que pour tout = € [x;_1, ],

P'(B) = + (2P"(a) + P"(9))

S |(zs_1,2,] () = P(x), montrer que
§(ay) = LT = I@) gy o) T
T; — Ty 6
(c) Montrer que
Ti — Ti-1 Tig1 — X4

(5"(wi1) +25"(2:)) + (9" (i) +25"(2:))

) — f@) fa) — )

Tiv1 — X4 Ty — Ti—1
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Indication : on pourra considérer le polyndme de () de degré 3 tel que pour tout x €
(%5, Zix1], S |jzs,204a] (#) = Q(x) afin d’obtenir une autre égalité pour S’(z;).

(d) Montrer que
1 —x0  flz1) = f(20)

28// S// — ! .
(25" (@o) + 5" (1)) 5 P—— f'(a)
(e) De méme, déterminer (25" (x,,) + S”(x,+1)) en fonction de z,,, Ty i1, f(20), f(Tni1)
et f'(b).
(f) Montrer que le vecteur S” = (Sg,---Sn,q) ou S;’ = S"(x;) pouri =0,--- ,n+ 1est

I’unique solution d’un systeme a n + 2 équations. Conclure.
3. En prenant pour i € {0, ...,n + 1} la fonction spline .S; telle que
0, s jAd
Silz;) = { 1, si j=1.
et Si(a) = Si(b)

= 0, puis les splines S, et S, telles que S,(x;) = Sp(x;) = 0, et S (a) =
S;(b) = 1etS)(a) =

S!(b) = 0, montrer qu’une fonction spline S interpolant f sur [a, 0]

s’écrit
n+1
S(x) = [;Si@)+ > fiSa(x).
7=0 a€c{a,b}



